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MOVIMIENTO DE LA PARTICULA CARMEN SANCHEZ DIEZ

1. Movimiento rectilineo:

Para la descripcion del movimiento es necesario, en primer lugar, establecer un
sistema de referencia cartesiano tridimensional, constituido por tres ejes
perpendiculares.

Con respecto a la nomenclatura de los ejes, los llamaremos X, y, z, 0 X1, X2, Xs.
Puede referirse en ese orden natural (triedro trirrectdngulo positivo o directo) o

bien en un orden distinto del natural (triedro trirrectdngulo negativo). El convenio
habitual es el del triedro positivo.

-

Triedro Negativo

L]

Triedro Positivo ¥
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1.1. Velocidad:

Se define la velocidad promedio, o velocidad media, en un intervalo de tiempo dado
como la distancia recorrida dividida por la duracién del intervalo

Distancia recorrida en el intervalo At = t, - t; --2 AX= X — Xi.
Velocidad promedio: v = Ax/At

La velocidad instantanea se define por la derivacion temporal del espacio recorrido:

La velocidad serd positiva si el desplazamiento se produce hacia la derecha, en el
sentido positivo del eje X, y sera negativa si se produce en sentido contrario.

El problema de conocer la posicidon del movil cuando se conoce la expresion de la
velocidad instantanea, se resuelve con la operacidén inversa de la derivacion, es
decir integrando la expresiéon de la misma:

% =v(t) = dx(t) = v(t).dt = x(t)—x(t,) = jV(t).dt

donde es x(t,) el espacio recorrido en el instante inicial, t,, del intervalo de
integracién, que suponemos conocido.

Esta integral representa, pues, una suma infinita, la suma infinita de todas las
velocidades promedio infinitesimales a lo largo del intervalo temporal que se
considera en la integral.

A dﬂl.d}{z.d}{B e . _ B

o H

t
Asi, pues, x—x, = dx, +dx, +...= v,.dt, +v,.dt, +...= [v(t)dt
t

o

Ejemplo 1:

Si es x(t) = 5.t>+1, se tiene que v(t) = 10t, y en el instante inicial (t=0) es x(t=0)
=X, =1y V(t=0) = v, =0

Ejemplo 2:

Para v(t) = 10.t + 1, con x(t=0)=x, = 5, se tiene que es

t t
x()-x, = J'v(t).dt :j(IOt +1).dt =51+t = x(t)-5=5L+t= x(t) =5t> +1+5
7, 0
¢En qué momento el movil tenia velocidad nula?. Veamos: v(t)=0 implica que
10.t+1 = 0, o sea, que t=-1/10 = -0.1.

Esto quiere decir que para t>0,1 la velocidad resulta ser positiva (v>0),

desplazandose el movil hacia la derecha, mientras que para t<0,1 la velocidad es
negativa (v<0) y el movil se desplaza hacia la izquierda.
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1.2. Aceleracion:

Se define la aceleracion promedio, o aceleracion media, en un intervalo de tiempo
dado como la variacion de velocidad en los extremos del intervalo dividida por la
duracion del intervalo

Variacion de la velocidad en los extremos del intervalo At = t - t, --2> Av=v - v,.

., L= _ V=Y, —Av
Aceleracion promedio: a = /_ t /At

La aceleracion instantanea se define como la derivacion temporal de la velocidad
instantanea:

) Av dv d(dx] d*x
a= Ilim

At dt di\ dt dt?
At >0

El proceso, pues, de calculo de las magnitudes cinematicas es el siguiente:
X(t) --> v(t) --> a(t)

Necesitandose x(t,) para determinar la velocidad, y también v(t,) para determinar
la aceleracion.

Se tiene, en definitiva, que, para calcular la velocidad instantdanea necesitamos el
valor de x, espacio recorrido, en el instante inicial t,, mientras que para calcular la
aceleracion instantanea necesitamos también la velocidad instantdnea en ese
instante t..

() = dv(t)

= dv(t) = a(t).dt = J.dv(t) j a(t).dt = v(t)—(t,) = ja(z) dt =

lo 1, to

w0 =w(t,) + j a(t)dt =v(t, )+ [(t) = dx(z)

y obtenemos tamblen el espacio recorrido x(t):

dx(t) = (v(t,) + f(1)).dt = jdx(t) = j(v(to) +F@E)dt =v(t)(t—1,) + j f()dt =

= x(t)—x(t,)=v(t,).(t—t,)+ j.f(t).dt = x(t)=x(¢,)+v(t,).(t—1,)+ jf(t).dt
Otras expresiones: ' '

an(t)
a(x) = 40

integrando:

dv(t)

= v(t)a(x) = (0). & ) = (o). “”:sauwh—vanwa)

v

jia(x).dx = jv(t).dv(t) = %v(t)2

'XD vl)

— b0 (0,))

llamando f(x)= Ia(x).dx, se tiene:

Xo
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f) =~ (v(z) (e, )= V() = (2, ) + 2.1 ()

por tanto:

V() = V(t,)* + 2.1 (x)

Puede tenerse también una expresion para el tiempo en funcion de la velocidad
desde la definicidn de velocidad instantanea:

v(x)——:dt—d—:_[dt —:>t—t+ [
v(x) 2 v(x) 2 v(x)

t

Para poder obtener la funciéon f(¢) = Ia(t).dt hemos de conocer la expresion de
tu

a(t). Veamos como caso particular el caso gravitatorio, en donde a = const = g

Ejemplo 1:
El campo gravitatorio a una altura h esta dado por la expresién siguiente
M M
G 2
(R+h)
donde es R el radio del planeta. Si la altura h fuera despreciable en comparacion

con R, esto es, si h<<R, entonces, podemos escribir para puntos muy préximos a la
superficie de la Tierra:

= G— = G—
& r’ R?
Supongamos un objeto sometido a la aceleracion g de forma que v(t=t,)=v,, Yy que
x(t=t,)=X,. Se tiene:

v(t) =v(t,) + f(6) = w(t,) + [ gdt =v(t,) + g (t—1,)
tU
asimismo:
1
x(t) = x(ta) + va'(t _ta) +5g‘(t _tu)2
y para el caso de quet, = 0, x, = 0, v, = 0, se tiene que v(t)=g.t, x(t)=1/2.9.t%.

también, la expresidn de la velocidad sera, en estas condiciones v =4/2g.x , por lo
gue, usando la expresion del tiempo obtenida antes, podemos escribir:

cdx ¢ odx 1 ¢dx 1 — X 4x 1
=|—= = —:—2 = —:[2:—: = — [2
lv ! ! P 2 0 2%

2ex  |2g

Ejemplo 2:
Supongamos ahora que el objeto se mueve hacia arriba, esto es, en sentido

contrario a la aceleracion g, o, dicho de otra manera, sufre una aceleracion
negativa o deceleracién que acabara deteniendo su movimiento:
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Las formulas anteriores serda, para este caso, de la forma:
v(t) =v(t,)+(-g).(t—t,)

W0) = y(ro)+vo.(r—ro)+§(—g>.(z—r0>2

Supongamos que parte desde una altura y, = h hacia arriba, en el instante t, = 0,
se tendra entonces que:

v(it)=v(t,)—gt
ﬂﬂzh+%1—%gﬂ

Tiempo t’ que tarda en alcanzar la maxima altura Ymax:

Wit =v, - .t':0:>t':V°/
)=v,-g f

Calculo de la altura maxima alcanzada en el tiempo t":

2
1 . 2
y o mhtvi—gti=heYe gl Vel Jpy Ly

Tiempo t” que tarda en caer desde la altura maxima:

1 /2
En este caso es v, = 0, y, = 0, t’, = 0. Se tiene: y, . =Eg.t"2 =t"= £ max
g

2
Velocidad del impacto contra el suelo: v(") = g.t"=g. Eman 2.8V
g
Tiempo que tarda en caer al suelo desde el momento de su lanzamiento hacia

arriba:
VO Zym X
total = t'+t": —+ —
g V g

Sea h=40m, v, = 50 m/s, g = 9,8 m/s%. Se tiene:

t

Determinacion con numeros:

———————— o A t' =50/9,8 = 5,10 s

|

: Vimax = 40+1/2.9,8.50? = 167,55 m
|

: t"=5,84s
A
¥q = 30 mis T Yimaoe |9
Sl
|

! | v(t”) = 57,30 m/s
40m :

|

I

tiotal = t'+t” = 10,94 s
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2. Movimiento curvilineo:

2.1. Descripcion:

Para describir el movimiento curvilineo en el espacio tridimensional necesitamos un
sistema de referencia adecuado, esto es, una base de tres vectores y un origen de
referencia.

Si llamaos el, e2, e3 a los tres vectores unitarios de la base, podemos
representarlos graficamente asi:

& . e
La base sera dextrogira si el
vector es; esta dirigido en

sentido hacia arriba,

g . y
levogira si tiene el sentido
& | % 3 contrario.

g

DEXTROGIRA LEVOGIRA

La representacion del vector de posicion de una particula en el sistema de
referencia R{O, B} donde es O el origen y B es la base de los tres vectores
unitarios, es inmediata:

Se tiene:
F(t) = x,(t).6 + x,(t).&, + x,(t).& = ixj(t).éj
F(E') = x, ()6, + x,(t').6, + x,(t'").&, = jxj(t').éj

Las coordenadas de cada punto P de la trayectoria son los nimeros x; que se
obtienen mediante el producto escalar del vector de posicion por cada uno de los
vectores de la base:

x;(t) = F(t).€;, ya que F(t).€; = |F(t).€;.cos 0 = F(t).cos O

Pt — — > (x,(t), x,(t), x,(t))
Pt'— —— > (x,(t"), x,(t"), x,(t"))
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Si las componentes x;(t) no dependen del tiempo, se dice que la particula esta en
reposo.

Si solamente una de las componentes depende del tiempo, por ejemplo, xi(t), se
dice que la particula se mueve en una linea recta:

ST
2

L. rit)

F(t) = Xl(t)'él Plt - (Xl(t)lolo)

Si son dos las componentes que dependen del tiempo, por ejemplo, x;(t) y x,(t), la
particula se mueve en un plano:

F(t) = x,(6)8, + x,(£)&, Pt — (x,(t), X,(t),0)

2. 2. Velocidad y aceleracion:
Velocidad de una particula:

Es una medida de lo rapido que cambia en el tiempo su vector de posicion.

r{trﬂﬂ - )

3
oty = lim T AA? ) _ d’;(tt) () = X, ()&, + X,(t).6, + X,(t).&,
At —> 0
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3
por tanto: v(t) = F(t) = zxj(t).éj
j=1
Aceleracion:

Se tiene, al variar la velocidad:

V(t + At) — v(t) _ av(t)

I
at) = lim At dt

At - 0
= X,(t).€, + X,(t).€, + X,(t).€,

= F(t) = v,(t).6 +v,(t).6 +Vv,(t).6 =

¢Cédmo varia la aceleracion con el tiempo?:
a(t) = a,(t).6 +a,(t).e, + a,(t) .8,

Obtenemos la velocidad en funcion de la aceleracion:
t t t t

v(t) = a(t) = j v(t').dt' = j at').dt' = j dv(t') = j at').dt' =
t, ty to to

= (t) - V(t,) = ja(t').dt'

v(t) = v(t,) + jé(t' )dt' = v(t,) + i

[*]

Andlogamente, obtenemos el vector de posicion en funcion de la velocidad:

e

(t').8,.dt

J

~

[

F(t) =v(t) = jf(t').dt' = j\?(t').dt' = Jt-df(t') = j\?(t').dt' =

= F(t) - F(t,) = Jt'\?(t').dt'

F(t) =r(t,) + jV(t').dt' =F(t,) + 23: jvj(t').éj.dt'

Jj=lt,

[**]
Si sustituimos en [**] la expresion [*] de la velocidad, se tiene:

F(£) = r(t) + jV(t' ).dt' = F(t,) + j{V(to) + tfé(t").dt'}.dt' =

= P(t,) + (t —t,)V(t,) + j.dt'tf dt".act")

En definitiva, se obtiene [***]:

F(t) = P(E,) + (E — £,)V(t,) + j.dt'} dt".at")

o tO
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2.3. Movimiento con aceleracion constante:

Movimiento de una particula bajo aceleracion constante:

Sies a(t)=a:

t
De [**] se tiene: v(t) = v(t,) + [dt'a = v(t,) + (t -t,).a
t

o

Y también se tiene de [***]:

F(t) = F(t,) + (E —t,)V(t,) + j'.dt'tf dt"a(t") = F(t,) + (t - t,)0(t,) + ja(t'—to).dt'

O sea:

P(E) = F(E) + (E — £)7(E,) + At~ £,)°

En el caso de aceleracién constante pueden darse esta situaciones: 1) que la
aceleracion sea cero, 2) que sea constante no nula y paralela a la velocidad, y 3)
que sea constante no nula y no paralela a la velocidad.

1) En el caso de que la aceleracion fuera nula (movimiento rectilineo y uniforme):

V(t) = V(to) + (t - to)'O = V(to)
F(t) = F(to) + (t _to)'v(to) + ;'O'(t _to)2 = F(to) + (t - to)'V(to)

Naturalmente, si también fuera v(t,)=0, la particula estaria en reposo.

2) Si la aceleracion es constante y paralela a la velocidad, se tiene que son vectores
proporcionales, esto es, existe alguna constante K con la que se puede escribir la
proporcion:

v(t,)=K.a

Con lo cual se tiene:

F(6)=V(t, ) +(t—t,)d=Ka+(t—t,)ad

(t—t)’.d

P = F(1,) + (= 1,)5(0,) 422 = () | (=1, K d NGAR

Por tanto:
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V@) =[K+(t—t,)]a

6y =T(t,)+ {(r C1)K+ %}7

3) Si la aceleracion es constante pero no paralela a la velocidad:

vt
% A
_e;,
a
i

Es decir, de la figura, se tiene que

v(t,) =)

.(cos a.e, + sen a.e, ),

Supongamos que se da la situacion de la
figura, donde hemos hecho coincidir la
aceleracién constante con el sentido
negativo de uno de los ejes.

El vector unitario correspondiente sera:

. _—a

e, =—7F = a= —|a|.€2
z

Veamos cémo determinar los vectores
velocidad y de posicion en funcién del
angulo que forma la direccion de la
velocidad inicial con el eje horizontal.

a=-|d|e,

Siendo nulas obviamente las otras dos componentes de la aceleracién.

por tanto, de la expresion del vector velocidad obtenido antes:

W) = ¥(t,) + adi—1,) = (z,)

=[5(1,)| cos @&, +[v(¢,)

(cosa.é, +sena.é,)— |Zz|.(t —t))e, =

senc —|al.(t—1,)]e,

y la tercera componente de la velocidad es evidentemente nula, por desarrollarse el

movimiento en un solo plano.

La expresion del vector de posicion sera:
F(t) = f(to) + V(to)(t - to) +

+| %, (t,) + (E - t,)w(t,).sena -

a.(t-t,)
2

a.t-t,)

- [Xl(to) +(t —t,).v(t,).cos a].él +

5 €, + X,(t,)-€,

La tercera componente del vector de posicion se mantiene invariante en el

movimiento (x3(t)=x5(t,))
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En cuanto a las otras dos, han resultado ser, en funcién del tiempo:

x () = x,(,)+(—=1,)v(t,)

.CoOSx

lal.t—1,)?

X, (1) = x,(2,) + (1= 1,), 5

v(t,)

sena —

Eliminando el tiempo (t-t,) entre ambas, se tiene:

_% () —x(,)

- |\7(t0 )|. cosa

o

_ |d|-(x1 (t) —X (to ))2

2.|\7(t0 )|2.cos2 o

(1) =x,(t,) = (x, (1) = x,(¢,))1ge

Que es la ecuacidon de una parabola, pues es de la forma:
y = Ax — Bx?
donde los coeficientes son de la forma:

A=tga
. 4
2J7(t,)’.cos’ &
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2.4. Componentes intrinsecas. Tangencial y normal:

Para estudiar las componentes tangencial (en el sentido del movimiento) y normal
(en sentido perpendicular) es necesario analizar el cambio de parametrizacion
desde el tiempo, que hemos utilizado hasta ahora, al parametro longitud de arco,
gue llamaremos parametrizacién natural.

Componentes intrinsecas:

Consideremos, en efecto, que una particula sigue una trayectoria cualquiera en el
espacio tridimensional R3, con un vector de posicién para cada instante t:

g

Arco § (trayectoria)

T

Asi, a cada instante t del intervalo del movimiento [t,, t;] le corresponde un vector
del espacio tridimensional.

Ft):[t,, t;] > R
vt elt,, t ] F(t) = (x,(t), x,(t), x,(t)) € R®

¢COmo establecer la parametrizacién natural a partir de la parametrizaciéon
temporal utilizada hasta ahora?

Veamos que podemos subdividir el intervalo temporal [t,, ] en N subintervalos
iguales, cada uno de ellos con la longitud Azy, mediante puntos z;, 2z, ...,z;,...

AZN =tfl;/t0’ Z] =t0 +j'AZN 7 j=0,1,2,---,N
2. 8% AZ Az, AzdN
t, Zy Ly e e e Zu &

Esto quiere decir que los valores del radio vector en cada uno de los puntos z;
definen una linea poligonal de tramos rectos cuyas longitudes vienen dadas por

‘F(zl) - f‘(ZO)‘, ‘F(zz) - F(zl)‘l "'I‘F(ZN) - F(ZN—I)‘

y la longitud total en el intervalo dado:
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Ly = SIPz,.) - (2,) = S IH(z, +82,) - P(z,)

Jj=0 Jj=0

Dicha poligonal puede hacerse coincidir con el arco S de la trayectoria cuando el
numero de intervalos N se hace infinito (o bien cuando la longitud de cada
subintervalo Az tiende a ser nula).

_ NIF(zZ, + AZ )—f(z.)\ ¢
S(t,,t.)= lim J N Az, = dtiv(t
(tt) = tim 3 A v = ], dEVE)

Az, >0

En definitiva, se puede escribir, considerando que t, es fijo:

t
s(t) = [(t")
to
y en forma diferencial ha de cumplirse que

dt', funcién mondtona creciente

ds(t)

ds(t) = (t)dt = - =

()

Si representamos en un diagrama cartesiano el intervalo temporal del movimiento
frente al intervalo correspondiente de arco recorrido en cada instante, se tendra
una figura como la siguiente.

s(t)?t
stlph TeemETnEETEREE
|
s(tf----- / |
. t % g

Y a cada instante t le corresponde un arco s, y a la inversa, para cada arco s le
corresponde un tiempo t, debido a la monotonia de la funciéon s(t).

Es decir, se tienen las funciones:
s(t): [to,t] =[0,s¢], 0 sea: Vt e [to,tf], s(t) e [O, Sf]
t(s): [0,s:] —[ to,tf], 0 sea: VS e [0, Sf], t(s) e [to,tf]

Podemos considerar, entonces, funciones con parametro t (parametrizacién
temporal) con dominio en [t,t], Yy funciones con pardmetro s (parametrizacion
natural) con dominio en [0,s¢].

Asi, podemos representar, para funciones con valores en R>:
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Ft):[t,, t;] > R’ F(s):[0,s;] > R’

que quedan relacionadas mediante la regla de composicién de funciones que
indicamos en la figura.

O

3

R

F(t) .
F(s)

O t(s) O

s(t)
[tcu tf] i - [of 5¢ ]
F(t)=F(s(t))=FoS(t)

F(s)=F(t(s))=Fot(s)

Asi, por ejemplo, para el radio vector de un punto de la trayectoria se tiene:

nY

F(E) : [to, t ] = [x,(8), X, (), x,(E)] e R®,  F(t) = F(s(t)) = F o s(t)

o también:

F(s):0,s.] > [X.(s),%.(s), X, (s)] e R®,  F(s) =F(t(s)) = F o t(s)

Analicemos, con esta parametrizacion, la velocidad y la aceleracion:

Velocidad:

dr (s)
ds

dF(s)
ds

dr(t) _ dr(s) ds

vty =rt) == ds dt

= v(t).

= V(t) = |v(t),.

dr(s) v(t)
ds — (t)

direcciéon del vector velocidad, o sea, es unitario tangente a la trayectoria.

esto quiere decir que , Y, por consiguiente, es unitario con la

es unitario tangente

Podemos expresarlo también con parametrizacién temporal:

ny

0,(t) = U,(s) = U, o s(t)

y la velocidad queda definitivamente asi:

v(t) = [v().0,(t)

Aceleracion:
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dU (t)

a) =v(t) =

278 _ 2| O, (t) + w(t).

. ave)
= v(t).0,(t)) = o

Veamos como es el vector derivada temporal del vector unitario tangente:

_dU(t dU S ds dU S
dt ds
Veamos que el vector dUJS(S) es perpendicular al vector ﬁT(S) :

pues de ser U, (s).U,(S) =1, se tiene, al derivar:

dl.(s) ~ dl. (s) dl.(s) ~ dl.(s) ~
U, U =0 2. U =0 U =0
ds (s) +Ur(s)-— =2 o Ur(s) =0=— = .Ur(s)
Por tanto, el vector dUdTS(S) es normal al vector ﬁT(S). Su modulo se llama

curvatura K (S)y su inverso, radio de curvatura, J(S) =

~
K(s)
Por tanto, podemos expresar un vector unitario en la direccién perpendicular al

vector U, (S) de la forma:

~ 1 dO.(s)
U,(s) = —.—7T
V= pr ds
y se tiene:
du.(s) ~, .~
afs( ) =k(s).U,(s)

por tanto, en parametrizacion temporal, es

dUT(t) dl 7(s) @ dU (S)

o e = () K(s).0y(s)

;= V(t).

y la expresion de la aceleracidon queda, finalmente, de la forma:

d\V( ) g dU (t) _dv(t) 4

dt

a(t) = Uy (£) + v(t). 0, (t) + 0(t)" K (5).0y (5)

En parametrizacién temporal, usando el radio de curvatura, se tiene:
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Cdv(t) SN[/ (3 v
A0 =" OO PO kOO, == 70O+ 040
Cd(t) v(e)
A== 0O+ Ou®)
Aceleracién tangencial:
B d\\?(t)\ ~
a()=" """ Ur(t)
Aceleracién normal:
vty -
ay(t) = U, (t
(t) () (t)

Vector binormal a la trayectoria:

Puede definirse un vector unitario perpendicular a los vectores unitarios tangencial
y normal mediante un producto vectorial:

SR

(s) = U, (s) A Oy (s)

El triedro directo {C/T (s),U,(s),b(s){ se denomina Triedro de Frenet.

Ugs)

w
b(s)
TRIEDRO DE FREMET
Otras expresiones para la componente tangencial y normal de la aceleracion:

Haciendo el producto escalar de la aceleracion total con la velocidad:
a(t).w(t) = |8, ()0, () +]ay (£).0, (O} v(t).0-(t) =
= |ar (O (E).07(6).0(8) + |8, (O7(£).0,(£).0x (8)] =& (£} 9(2)

a(t)v(t)

Por tanto, se tendra: \3(1‘)-\7(1')‘ = ‘37(1')‘-“7([-)‘ = ‘3T(t)‘ - \V(t)\
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Haciendo ahora el producto vectorial:

a(t) A v(t) = [a- ()0, () + |8, (L0, (O] A V()0 (t) =|a- () 0(£).0;(8) A Or () +
+|ay () 7(6).0y (£) A Ur (t) = |8, (£)v(t).b(t)

por tanto, es: [3(E) A V(E) = B, (E)V(E) = 8 (6) = SOAVE)
v(t)
Por tanto:
- a(t)v(t) - a(t) A v(t)
H(t) = W(t) = = E
ar(t) 70 &y (t) o
El radio de curvatura admite también esta expresion:
v(E)  |ace) A v(t) v(t)’
3,\, t) = = ty= " ~“"*
20" T w0 wo v
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3. Movimiento en un plano. Coordenadas polares:

3.1. Las coordenadas polares:

Dado un sistema de coordenadas cartesianas en el plano, de vectores unitarios
dados por la base B = {él,éz}, se puede definir con respecto al mismo un sistema

de coordenadas ortogonales de modo que si son X, y, las coordenadas de un punto
dado P del plano, sus coordenadas polares sean p y 0, definidas por:

2 2 x
p=+x" +x,7, 0=arctg] —= ¥
X, e p
- - . =
p=(x,x,) =x€ +x,6, 1 £

p = p.cosbe + psenl.e,

Los vectores unitarios correspondientes a las coordenadas polares son ép vy e,, que

se obtienen: &, =2 = cosf.e +senbe,,y ¢€,e, =0,

P | =

A

para los vectores de la base unitaria en polares, expresada en funcién de los
vectores unitarios de los ejes cartesianos:

ég| =1. Por tanto, se tiene

e, =cosbl.e +senb.e,

e, =—senb.e, +cosb.e,

y sus derivadas con respecto a 0:

de - o de
—L2 =—senf.é, +cosb.é, =é, 2=z,
do — ) do

de, 05 05 =z dé, .
%—_COS .el —Sen .ez —_ep %——ep
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3.2. Velocidad y aceleracion:

De ser ¢, = ﬁ =P p = pe,. Por tanto, veamos como escribir la velocidad y la
Pl P

aceleracion en funcidon de estos vectores unitarios.
Velocidad:

do(t d - . - -

50 =220 =L o012, ()= p02, @)+ ), 1)

y siendo:

) de de dg dé _ .

e H=—L=—L""=""1¢ =0¢

S O= 0 a0 d A s
se tiene:

(1) = p(1)2,(t) +0.p(t) 2,
Aceleracion:
_ dv(t d _ . ~ .
a(t) = d(t ) dt( p(E)&,(t) +0.8,) = p& (t)+ pé, + po&, + pi&, + poé, =

= P&, (t)+ po.é, + po.&, + pd.&, — pb’.é,

ordenando términos:

a(t) = |p - pole, + 200+ pile,

Donde hay, pues, una componente radial y una componente azimutal:

Componente radial: &,,4., () = l,D - p.ezjép

Componente azimutal: d_,;,,.; (t) = [2,0.6’ - pﬁ.].ég
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3.3. Movimiento circular:

El desplazamiento de una particula siguiendo una trayectoria sobre una
circunferencia de radio R permite describir la velocidad y la aceleracién de la forma
siguiente:

Se anulan la componente radial de la
velocidad y de la aceleracion, mante-
niéndose constante el modulo del vector
de posicion:

pt) =R, pt)=pt)=0

que sustituyendo en las ecuaciones
vectoriales de la velocidad y la
aceleracion se tiene:

v(t) = RA(t).E,
a(t) = Ro(t,)e, - RO%,

Vector unitario tangente a la trayectoria:

_ V() _ ROt)E, _ 6(t)
vty ~ Re) et

Ur(t)

8, = sign(o(t)).e,

O sea:

UT = +€,(t)
(el signo depende del sentido de la variacion del angulo 6)

Aceleracién tangencial y normal:
a.(t) = (a(t).0.())0,(t) = (RY(t).signé(t))sign(t).&.(t) = RA(t).E.(t)
a,(t) = at) - a,(t) = -R6*(t).e,

O sea:

a.(t) = RA(t).8,
ay(t) = -RO*(t)€,

Vector unitario normal a la trayectoria:
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ay(t) -—Ro*(t)e,

U, (t) = = —_
© a,(t) RO*(t) 3
O sea:
UN (t) = —ép
Radio de curvatura:
vy’ WO RO R
ay(t) = = A0 = 2 Roy "~ ROEY

Por tanto, es:

p(t) =R

SEVILLA, 2004
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3.4. Movimiento circular uniforme:
Se define como el movimiento circular en el que @ = 6(t) = cons tante

El angulo en funcién de la velocidad angular:

_do(t)
- dt

= o(t) - O(t,) = @.(t - t,)

7=0t)= o = @.dt = do(t) = jde(t) - jw.dt -

o o

Por tanto:

H(t) = H(to) + w(t - to)

Expresion de la velocidad y la aceleracion:

O sea:

a,(t)=Ro(t).e, =0
ay(t)=-Raz’e€,

Vector de posicién de la particula en coordenadas cartesianas:

p(t) = RE (t) = R[cos 0.6, + send.e,] =
= Rlcos(d(t,) + a(t - t,)).€, + sen(d(t,) + a(t - t,)).€,]

Periodo:

Se define como el tiempo que tarda la particula en completar una vuelta. Si
llamamos T al periodo, el vector de posicién sera el mismo en el instante t que en

el instante t+n.T, neN, y el angulo vendra aumentado en n vueltas:

p(t) = p(t + n.T)
o(t) £ n.2z = 6(t + n.T)

Es decir, para un periodo T podemos escribir:
o(t) + 2z.sign(w) = 6(t + T)
O bien:

o(t,) +a(t -t,)+2zsign(@) =6(t,) +a(t -t, +T)

SEVILLA, 2004
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o(t,) +a(t -t,) + 2zsign(@) = 6(t,) + a(t - t,) + @.T
Simplificando:
2z.sign(w) 2z

2r.sign(w) = o T =T = """ 271 = =2
o @

SEVILLA, 2004

24



MOVIMIENTO DE LA PARTICULA

CARMEN SANCHEZ DIEZ

3.5. Movimiento circular uniformemente acelerado:

Se define como el movimiento circular en el que «

= d(t) = cons tante

La velocidad angular en funcién de la aceleracién angular:

azﬁ(t):a:%

= e(t) - e(to) = a(t - to)

Por tanto:

t t
= o.dt = do(t) = j do(t) = j a.dt =
t, t

a(t) = o(t,) + a.(t —t,)

Expresién del angulo en funcion de la aceleraciéon angular:

dot) dot)
a 7 dt

= H(t) - e(to) = ZD-(to)(t— - to) +

En definitiva:

=a(t,)+a(t-t,)=>

a.(t-t,))
2

e(t) = e(to) + w(to)(t - to) +

a.(t-t,)’
2

Velocidad v(t) de la particula en funcién de la aceleracién angular:

v(t) = RO(t).€, = Rw.é, = Rl(a(t,) + a(t -t,))&,

Y el médulo:

v(t) = Rla(t,) + alt — t,)

La aceleracion a(t) en funcién de la aceleracién angular:

alt) = -Ro(t)’ e, + RI(t).e, = -Rw’€, + Rag, =

= -R(a(t,) + alt - t,))é, + Ra.E,
Componente normal:

a'N(t) = _R(w(to) + a(t - tO))'ép

SEVILLA, 2004
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Componente tangencial:

a,(t) = Ra.g,

Vector de posicion en funcion de la aceleracién angular:

p(t) = R{cos(e(to) + ZU(to)(t - to) +

_ 2
a.(t-t,) ), +
2

+sen(4(t,) + a(t,).(t —t,) +

“lt b))
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3.6. Expresion vectorial del movimiento circular con respecto a un triedro
exterior:

g ()

& 10 €

La trayectoria de la particula tiene lugar
en el plano € e,

Consideremos el triedro formado por los tres vectores unitarios perpendiculares

{ép' éﬂ’ é3}
Se tienen los productos vectoriales dados por la regla del avance del tornillo:

& A&, =&,
& NG =&
& nE, =6,

Se tiene:
F(t) = Ré,

v(t) = ROE,
a(t) = RO.E, - RO,

Por tanto, se puede expresar la velocidad asi:
V(t) = RO(E, nE,)) = 0.6, ARE, =a A p(t)
Osea: V(t)=a A p(t)
Y la aceleracion es:
a(t) = v(t) = (;jt(@‘ APE))=a A p(t)+ @ A p(t) = alt) A p(t) + @ A V(t) =
= a(t) A p(t) + @ A (@ A p(1)))
En definitiva:  a(t) = a(t) A p(t) + @ A (@ A p(t)))
En funcion de los vectores de posicién del triedro exterior (figura):
V(t) = @ A p(t) = @ A (F(t) - OC)
a(t) = a(t) A (F(t) - OC) + &(T) A (F(t) - OC)
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4. Movimiento relativo:

Consideremos dos sistemas de referencia ortonormales con movimiento relativo
cualquiera y tratemos de escribir el movimiento de una particula en movimiento
con respecto a ambos sistemas.

t_,/D €2

€

Los dos sistemas de referencia ortonormales (un punto origen O y una base
ortonormal B) los hemos representado por:

Sistema R={0, B} siendo B = {51,52,53}
Sistema R'={0', B'} siendo B'= {¢',, €', ,€",}

En la determinacion de la velocidad y de la aceleracion intervienen la derivada
temporal del vector de posicion de una particula en movimiento con respecto a
ambos sistemas, en una expresion donde hay vectores referidos a uno y otro de los
dos sistemas de referencia, por lo cual es necesario conocer la derivada temporal
de un vector en uno de los sistemas cuando esta referido al otro.

Asi, por ejemplo, tenemos para el vector de posicién de una particula:
r)=r, ) +r'(t) [1]

donde aparecen como vectores referidos al sistema R el vector de posicidon de la
particula y el vector de posicidon del origen Q' del sistema de referencia R', mientras
gue también aparece un vector referido al sistema de referencia R' que es el vector
de posicion de la particula con respecto a este sistema.

Si se trata de hallar la velocidad y aceleracion de la particula respecto al sistema de
referencia R tendremos que derivar:

F(t) = ix,(t).é,. (x,(t), x,(t), x,(t)) e R®

_dar(t) <.
V(t)_Tt _;X,(t).é,
o AV(E) S
(t)—T—;X,—(t) €
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Asimismo, si nos referimos al sistema de referencia R', se tiene:

FO=YX O KO, X0, X, 0) e R

HOEESCED PGS

2= O3 w0,
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4.1. Velocidad y aceleracion relativa:

Representaremos la derivada de un vector con respecto a las base B y B' por

B(t) = 3 B,(t) &, (dg(t”j - h(t)e

Bt)= Y B, (t) e, [dg(tt)J SN ACY]

A partir de la relacion vectorial [1] de la figura:

7“):@U7+F@%3VU):F#“q =KWQaq +(mqnj .

dt dt dt
B dr'(t)
= v(¢) _Vo.(t)+( i jB

rF'(t)
dt

base B del vector F'(t) referido a la base B'.

Aparece, pues, el término [ j , que representa la derivada respecto de la
B

Veamos como se podria determinar la derivada de un vector expresada en una base
B cuando el vector esta referido a la otra base B'.

3
Esto es, cdmo se podria obtener la derivada del vector b(t) = Zb', (t).€' en la
i=1

(dE(t)j =S5, (t) e, +Zb' (t) [dé (t)J (2]

base B:

dt =

Para obtener la expresion, pues, nos falta obtener el Ultimo término, que
representa la derivada de cada uno de los vectores unitarios de la base B' con
respecto a la base B.

- Célculo de las derivadas ae’, (t) :
dt J,

(mjzimé i=1,2,3

1

siendo las coordenadas pg; las proyecciones ortogonales del vector [

@Kﬂ
dc ),

sobre cada uno de los vectores unitarios de la base B':
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Puesto que la base B’ es ortonormal, por definicién los vectores que la constituyen
son unitarios y ortogonales, esto es, su producto escalar es cero si son distintos o
uno si son iguales, es por tanto una delta de Cronecker:

I 0,5ii% ]
e (t)e' (t)=0,=

Su derivada sera, por tanto, nula:

Lsii=]

i*v . ~ dej -, - M =
dt[ei(t)'ej(t)]_oz( dt jB.e,-(l)-l-ej(t).[ dt jB_O:>

=P +P,=0=p;,=-p.;, i,j=123

Esto nos indica que la matriz B:(,B,“) es una matriz antisimétrica, y, por

73
consiguiente, es B, =0,i =123

Podemos, en definitiva, escribir ya las derivadas respecto de la base B de los
vectores basicos de B':

CTJ = p,(t).€, (t) + B;(t).€,(t), pues B, =0
dé;;l'.'(t)j = S (£).€, (t) + B(t).€, (£), pues p, =0
dét;t'(t)j = B, (6).€', () + B, (t).€,(t), pues p; =0

y teniendo en cuenta las relaciones de los vectores del triedro:
e (t)ne',=¢,
e, (t)ne' =¢,
e, (t)rne',=¢,

se tiene, al sustituir:
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[déﬁ(t)

dt j = ﬁlZ(t)'é'3 (t) A €e\ () + ﬂl3(t)'é'l ()A€, ()=

= [, ()€, () + B, (t).€, (t)] A € (t)
e I N I NORVACENCRENCE
S [B,(£).€' () + B(t) €, (D)] 1 €, ()
j = By ()€, (t) A € (t) + Bi(t).€5 () A € (t) =
. [, ()€, (t) + B (t).€, ()] A €, ()

[déB(t)
dt

Llamando @(t) = f,,€', (t) + B,,€',+5,€', (es la velocidad angular, y es un
vector referido a la base B')

[dé',- (t)

dt

j = a(t) A € (t) i=123

Sustituyendo en [2]:

(d‘;ﬂ SR LICECICICR

_ (dg(t”j +a(t) A Zb(t) & (t) - [db(tt)j +a(t)  B()

En definitiva, la expresion [2] queda asi:

[dE(t)j :(db(t)j + a(t) » B(t)

dt dt

Dado un vector referido a la base B', se tiene que su derivada en la base B es la
derivada del vector en la base B' mas el producto vectorial de la velocidad angular
de la base B' con respecto a la base B por el vector dado.
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4.2. Velocidad y aceleraciéon angular:

Supongamos que el sistema B' tiene un movimiento de rotacién alrededor de es y
sean 0(t) el angulo recorrido en un tiempo t. Para simplificar, supongamos
coincidentes las direcciones de ez y e's.

ext)
el(t)

ai(t
” &ty

(t)
ext)=ext) By(t)

Expresidn del vector velocidad angular en funcién del angulo de giro del sistema:

&', (t) = cos 0(1).&,(t) + senO(t).2,(t)
&', (1) = —sen0(1) &,(t) + cos 0(t).2, (1)
e’y (1) =¢&(t)

Haciendo las derivadas temporales, se tiene:

dt
(mj = —0(1)[cos O(1) &, (1) + senO(1) &, (1)| = -0(1) &', (t) =—0(1)&', (1) A &', (1) = B() A &', (1)

dt
dé (1)) _ ([ dey(1) _ = 51
(—dt jB =0. En general : (—dt )B a(t)ne's (1)

(@j = 0(t)[- senB(1) 2, (1) + cos O(1).&,(t)|= O(r).&', (1) = B(1) &', (1) n &', (t) = T(t) A &', (1)

Por tanto, encontramos que zfr(t)=t9'(t).é'3 (¢), la velocidad angular resulta ser la
derivada del angulo de giro en direccion perpendicular al movimiento de rotacion

instantaneo.

Y se puede escribir, de acuerdo con la figura, que @ (¢) = 9(1).5'3 ()= 9(1‘).53(1)

La aceleracién angular:

G(t) = (d ‘Zt(t)j —d(0)e,

@(t) = 0.2, a(t) = 6(1).é,

O sea:
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4.3. Expresiones generales de la velocidad y la aceleracion:

De las expresiones anteriores, tenemos:

v(t) = v, (t) + (d’zgt )j V() + (dzgt )j L a(t) AP (E) = V() + V' (E) + B(t) A ' (E)

Por tanto, se tiene para la velocidad:

V(t) = V(¢ + V' (£) + @(t) A P (E)

La velocidad de una particula con respecto al sistema R es igual a la velocidad de la
particula con respecto al sistema R', mas la velocidad de traslacién del origen del
sistema R', mas el producto vectorial de la velocidad angular por el vector de
posicion de la particula en el sistema R'.

(55040, (20) (420 e (53 -

av' (t) dr (t)

dt

=a,(t)+ ( j + @) Av'(t)+a(t) AF'(t)+ a(t) A H j +a(t) A F"(t)}

Por tanto, queda:
a(t) = a,(t) + &) + a(t) AV'(t) + alt) A P'(t) + a(t) A [V'(E) + @(t) A F'(t)]

En definitiva, la aceleracién es:

a(t) = 8,(t) + 8 () + 2.8(t) AV'(E) + a(t) A F'(t) + a(t) A [a(t) A P'(t)]

Por tanto, podemos resumir de la manera siguiente:

r(t) = ry(t) + r'(t)

V(t) = v .(t) + V'(t) + &(t) A F'(t)

alt) = a,(t) +a'(t) + 2.a(t) AV'(t) + a(t) A F'(t) + a(t) A [@(t) A P'(t)]
Este cdlculo se ha hecho considerando el vector de posicién del origen O' con

respecto al origen O, F,.(t), la velocidad V. (t) y la aceleracién a,(t) del origen
O' respecto al origen O.

Podemos, sin embargo, referir el origen O con respecto al origen O', y la velocidad
de O con respecto a O', asi como también la aceleracion de O con respecto a O'.
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\% &
t —_—
o/ R@m %
r(?/ o
it
i
~

ra (E)=—ro () =

&P

s

O =
EZ

—
el

Y se tiene ahora: F', (t) = -F,.(t), V', (t) =-v, (t), &, (t)=-a,(t)
Con lo cual podemos escribir:

Fit)=r', (t) +r(t)
V'(t) = V', (t) + V(t) + @' (t) A F(t)
a'(t)=a',(t)+a(t)+ 2.3 (t) Av(t) + a'(t) A F(t) + &' (t) A [@'(t) A F(E)]

Y se denominan:
Aceleracion de arrastre: &', (t) = -4, (t)
Aceleracion de Coriolis: 2.@'(t) A V(t) = 2.@(t) A V' (L)

Aceleracién centrifuga: @' (t) A [z‘a" (&) A F‘(t)] = —-a(t) A [z‘a‘(t) A F‘(t)]

Casos particulares:
a) Movimiento de traslaciéon pura (MRTP):

Es el caso en el que no hay rotacion en el tiempo de una de las bases respecto de
la otra:

a(t)=0, a(t)=0
sustituyendo en las ecuaciones correspondientes, se tiene para este caso:

rt)= r,(t)+ r'(t)
v(E) = v (t)+ V()
at) = a,(t)+ &(t)

con P () = —F,(t), V', () =V, (t), &,(t)=-a,()
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b) Movimiento relativo de traslacion pura (MRTP) con velocidad del origen
constante:

Este caso es V, (t) =cte =V, y también &,(t) =0, y la variacion del radio
vectorde O'es F,.(t) =F,.(t,)+(t-t,)V,

Y las ecuaciones quedan asi:

F(t): Fo'(to)+(t_to)"70‘ + F'(t)
v(t) = v, + v (£)
act) = a'(t)

c) Movimiento relativo de rotacién pura (MRRP) con velocidad del origen nula:
En este caso es @(t) #0, v (t)=0, a,(t)=0

Por tanto las magnitudes cinematicas correspondientes quedan asi:

r(t) = ry(t) + r'(t)
V(t) = V' (t) + () A P (t)
a(t) = @ (t) + 2.3(t) AV'(t) + a(t) A F'(t) + a(t) A [a(t) A F'(E)]
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2.

5. Problemas:

5.1. Enunciados:

Estudiar el caso general del movimiento rectilineo. Como aplicacion, encontrar la
dependencia temporal de la posicion x(t) para (a) un movimiento rectilineo y uniforme,
(b) un movimiento uniformemente acelerado.

Una particula se desplaza a lo largo del eje X de acuerdo con la ley:

x(t) =t —3t> -9t +5

donde t se mide en segundos y x en metros.

a)
b)

Hallar los intervalos de tiempo durante los cuales la particula se mueve en la direccidon
positiva o en la direccidn negativa del eje X.

Determinar los intervalos de tiempo durante los cuales el movimiento es acelerado o
retardado.

Considérese que la velocidad de una particula varia con el tiempo de acuerdo con ley
v(t)=v,(1- %) donde es t una constante positiva. Encontrar en funcién del tiempo

(a) el vector desplazamiento de la particula y (b) la distancia recorrida sobre la
trayectoria.

La cabina de un ascensor de altura h asciende con una aceleracién a. En un cierto
momento se desprende la lampara del techo. Calcular el tiempo que tarda la ldmpara en
chocar contra el suelo del ascensor.

Una particula se mueve sobre la curva Y(X) =3X’ (Sistema Internacional) con

velocidad constante de 1 m/s. Un foco luminoso colocado en el punto (6,0), medidas
esas coordenadas en m, sigue al mévil proyectando una sombra sobre el eje OY.
Determinar la velocidad de esa sombra cuando la particula se encuentra en el punto de
abcisa 1 m.

Una particula se mueve sobre el plano OXY desde el origen x=y = 0 con una velocidad
V(x) = a.6, + b.x.8,, donde a y b son constantes. Encontrar la ecuacién explicita de
la trayectoria y = y(x).

Una escalera AB de longitud o estd a poyada contra una pared vertical OA (ver figura).
El pie B de la escalera desliza con velocidad constante \70. Comprobar que el punto
medio de la escalera describe un arco de circunferencia de circunferencia de centro O y
de radio & /2. Encontrar la velocidad v(¢) del punto medio M de la escalera hasta que
cae.

La aceleracidon de un cuerpo que se desplaza a lo largo del eje x es a(x)=-w2.x.
Suponiendo que v=v, cuando x=0, encontrar la velocidad en cualquier otra posicion, asi
como la dependencia temporal de la posicién. Repetir el problema si a(x)=+w?.x.

Un tranvia se mueve en linea recta desde la parada A hasta la siguiente parada B con
una aceleracion que varia segun la ley a(x)= -a, - cx, donde a, Yy c son constantes
positivas y x es su distancia a la parada A. Encontrar la distancia entre ambas paradas y
la velocidad maxima del tranvia.
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10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.

Una particula se encuentra inicialmente en el origen de un sistema de referencia dado, y
su velocidad en ese instante v, esta contenida en el plano OXY, formando un angulo a

con el eje x. Su aceleracién es totalmente debida a la gravedad, a =g, y en ese
sistema de referencia g = —g.€, . Determina (a) la posicién de la particula como funcién

del tiempo, (b) el valor méaximo alcanzado por la coordenada vy, (c) la distancia hasta el
origen desde el punto en que la particula vuelve a cruzar el eje x y (d) las componentes
intrinsecas de la aceleracion en todo instante de tiempo.

En un punto B se deja caer desde el reposo una esfera. En el mismo instante, desde otro
punto A, situado al mismo nivel que B y a una distancia d de éste, se dispara un proyectil
con una velocidad inicial de mddulo v,. Tras un cierto intervalo de tiempo, la esfera y el
proyectil colisionan. Calcular las componentes horizontal y vertical de las velocidades del
proyectil y de la esfera inmediatamente antes del impacto.

A continuacion se listan supuestos casos de movimiento. De ellos, algunos son posibles y
otros no. Identificar los casos posibles, indicando qué tipo de movimiento representan, y
razonar porqué son imposibles los restantes casos:

a) |\7|=cte,\7¢cte y day=0
b) |\7|:cte,5T=Oy5N¢O
c) |\7|:cte,17¢cte y a,#0
d) |\7|¢cte,\7=cte

e) |\7| £ cte, d # cte

Una particula se mueve de tal forma que
F() = —4ne +(t* +4t).é, +(8t° =3t7).é,

Hallar las componentes tangencial y normal de su aceleraciéon para t = 2. (Todo en el
Sistema Internacional).

Una particula se lanza, desde una altura h, con una velocidad horizontal \70 y se mueve
bajo la accién de la gravedad. Hallar el radio de curvatura de la trayectoria descrita por

—

la particula asi como las aceleraciones tangencial y normal en términos de g,V, vy la

velocidad V de la particula en cualquier instante.

Un punto se mueve de manera decelerada por una circunferencia de radio R, de modo
que sus aceleraciones tangencial y normal tienen igual mddulo en todo instante de

tiempo. Si en el instante inicial se le comunicé al punto una velocidad de médulo v,

encontrar los médulos de la velocidad y de la aceleracion total en funcién del recorrido s
sobre la trayectoria.

Un punto se mueve en una trayectoria plana, de forma que su aceleracion tangencial
a,(t)=cii,(t), y su aceleracion normal d, (t)=b.t"ii,(t), donde b y c son

constantes positivas y t es el tiempo. Si el punto parte del reposo en t=0, encontrar el
radio de curvatura y la aceleracion total en funcion del recorrido s sobre la curva.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Un movil inicia una trayectoria circular de radio 5m, siendo su aceleracién angular
— -2 . . .
constante |a| = 65"". Calcular las magnitudes de las aceleraciones tangencial, normal y

total cuando ha transcurrido un segundo.

Una particula se mueve a lo largo de una curva plana cuya ecuacién en coordenadas
0 -
polares es r(@)=r,.e”, donde O(t)=wt con w una constante positiva. Encontrar

v(t),a,(t),d,(t) y p(t) en coordenadas polares.

Considérese un rio que fluye en la direccion del eje X respecto a un observador en la
orilla, y una barca que cruza el rio con velocidad constante # en la direccién del eje Y,
medida por un observador que se mueve con la corriente. La anchura del rio es d y en el
viaje entre las dos orillas la barca es arrastrada una distancia | en la direccion de la
corriente segun el observador de la orilla. Hallar (a) la velocidad de la corriente y (b) el
tiempo que tarda la barra en cruzar el rio.

Un autobus que parte del reposo puede adquirir una velocidad constante 171 en un
intervalo de tiempo At. Un pasajero sube al autobls por su parte posterior y avanza
hacia la parte delantera del mismo con una velocidad constante \72 con respecto al
autobus. Otro pasajero desea bajar y avanza desde la parte delantera hasta la parte
posterior con una velocidad \73 , también respecto al autobus. Hallar durante la arrancada

(que se considera un movimiento uniformemente acelerado), y cuando él marcha a
velocidad constante (a) la velocidad y aceleracion del pasajero que sube con respecto a
un observador parado en la acera, (b) la velocidad y aceleracidon del pasajero que quiere
bajarse respecto al mismo observador y (c) la velocidad y aceleracién del pasajero que
sube respecto del que quiere bajarse.

Sobre el plato de un tocadiscos que gira con velocidad angular constante e igual a @, se
encuentra una particula situada a una distancia r; del eje de giro. Calcular la velocidad y
la aceleracién en un sistema de referencia ligado al cuerpo del tocadiscos (a) cuando la
particula esta en reposo respecto al plato, (b) cuando se mueve radialmente hacia fuera

con velocidad # (respecto al plato) y (c) cuando se mueve circularmente sobre el plato
en torno al eje de giro con una velocidad angular @' (respecto al plato).

Una particula se mueve a lo largo del borde de un disco circular de radio R con velocidad
constante Vrespecto al mismo. Este disco estd girando alrededor de un eje
perpendicular a él que pasa por su centro, respecto a cierto observador I'. Si en un

instante de tiempo dado la velocidad angular del disco es zﬁl y la aceleracion angular es

071 oponiéndose ambas al movimiento de la particula sobre el disco, (a) hallar en ese

instante la velocidad y la aceleracion de la particula respecto del observador I" y (b) si en
dicho instante de tiempo la particula se desprende del disco, éen qué direccidén saldria?.

Una grua de construccién gira sobre su eje con velocidad angular constante @ . Por su
brazo se desplaza alejéndose del eje con una velocidad constante # un carro del que
pende un peso que esta elevandose con velocidad \71 (constante) respecto de él. En un

instante de tiempo determinado el peso se encuentra a una distancia d; del eje de la
grua y a una distancia d, sobre el suelo. Calcular el radio de curvatura de la trayectoria
del peso que, en ese instante, mide un observador quieto en el suelo.
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5.2. Resolucidn de los problemas:

1. Estudiar el caso general del movimiento rectilineo. Como aplicacidn, encontrar la dependencia
temporal de la posicion x(t) para (a) un movimiento rectilineo y uniforme, (b) un movimiento
uniformemente acelerado.

Supongamos, por simplificar, que el movimiento rectilineo se realiza a lo largo del eje x. Se tiene:

F(t) = (x(1),0,0), ¥(1) = (4(2),0,0), d@(r) = (¥(1),0,0)

Se tiene:
v(t) = ar) _, F()—F(t,) = jﬁ(t) dt = F(t) =F(t,) + ja(z) dt
dt o ' i ’
a(r) = D) _, V()= V(1) = ja(z') dt'=v (1) = v(t,) + jﬁ(t') dr'
dt ) ' i '
O sea:

A1) =F(t,)+ jﬁ(r).dz

t

wozvag+jaw)m'

t

o

Sustituyendo la velocidad en la expresion del radio vector:

t

o

F(t)=F(t,)+ j V() + ja(f).df dt =F(t,)+(t,)(t—t,) + j ja(z').df At

En definitiva:

1

F(6) =F(t) + ()t —1,) + j jﬁ(z’).dt' dt

o

Aplicacion:
(a) Movimiento rectilineo uniforme:  V(f) =cte=v(t,) = a(t)=0
Se tiene, en este caso:

r(t)=r(t,)+ jﬁ(t).dt =r(t,)+v(t,).(t—t,), por tanto:

o

rt)y=r(t,)+v(t,).(t-t,)
(x(2),0,0) = (x(z,), 0, 0) + (x(¢,).(t —¢,), 0,0)

(b) Movimiento uniformemente acelerado:

a(t) = cte = v(t) = ¥(t,) +a(t, ).t —t,)
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Y en este caso es:

F(t)=F(t,)+ jﬁ(t).dt =F(t,)+ j[ﬁ(ra) +a(t,).(t—t,)}dt =

=7(t,)+v(t,).(t —to)+%gl(to)-(f -1,)’

Por tanto:

F(t) =F(t,)+ jv(t).dz

FO = 70,0+ 70,10 ~1,) + (e )1,

Y por ser rectilineo a lo largo del eje x:

(x(£),0,0) = (x(z,) + x(2,)-(t =1, ) + %i(to)-(t ~1,)*, 0, 0)
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2. Una particula se desplaza a lo largo del eje X de acuerdo con la ley:
3 2
x(t)=t'-3t> -9t +5
donde t se mide en segundos y x en metros.
c) Hallar los intervalos de tiempo durante los cuales la particula se mueve en la direccidn positiva o en

la direccidon negativa del eje X.
d) Determinar los intervalos de tiempo durante los cuales el movimiento es acelerado o retardado.

Es un caso de movimiento rectilineo.

(1) = diz (;) — (4(1).0,0)

F(t) =F(t,)+ jv(t).dz

t

() =9(t,)+ [ae).dr

t

4

En este caso, sera:
x(t)=1"=3t2 =9t +5, x(1)=3t>—61-9, ¥(t)=61—6

a) Los intervalos de tiempo durante los cuales la particula se mueve en la direccién positiva o en la
direccion negativa del eje X son aquellos en donde la velocidad es positiva o negativa, respectivamente

Representando la pardbola X(¢) = 3t* —6t -9, se tendra:

R(t)

L

Q t

Por tanto:

Serd negativa la velocidad desde el instante cero hasta los 3 segundos, y serd positiva a partir de los 3
segundos.

b) Los intervalos de tiempo durante los cuales el movimiento es acelerado o retardado son aquellos en
los que la aceleracioén tiene, respectivamente, el mismo sentido o sentido contrario, de la velocidad

comoes: X(£)=6t—6, sies6t-6>0>t>1 ysies6t-6<0->t<l

Por tanto, la aceleracién serd negativa desde el instante inicial hasta el primer segundo, y sera positiva
a partir del primer segundo. Esto nos indica que tiene el mismo sentido que la velocidad hasta el primer
segundo, que tiene sentido contrario a la velocidad entre el primer segundo y el tercer segundo, y que
tiene el mismo sentido de la velocidad nuevamente a partir del tercer segundo.

Por tanto, el movimiento sera acelerado hacia la izquierda desde el instante cero hasta el

primer segundo, retardado hacia la izquierda entre el segundo 1 y 3, y, finalmente, acelerado
hacia la derecha a partir del segundo 3.
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3. Considérese que la velocidad de una particula varia con el tiempo de acuerdo con ley
v(t)=v,(1- %) donde es t una constante positiva. Encontrar en funcién del tiempo (a) el

vector desplazamiento de la particula y (b) la distancia recorrida sobre la trayectoria.

P(t) - F(t,) = j\?(t).dt - jVo[l - t}dt vt to){l B (t;t)j

O sea:

F(t) = P(t,) + V,.(t - to).(l - (t”)j

2t

Si el tiempo inicial es cero (t,=0):

F(£) = F(0) + v, .t{l - ;j

T

b) Sabemos que la derivada del arco con respecto al tiempo es el médulo del vector velocidad:

t

J

t,

ds(t)

o = V() = as() = w(t).at =

vt -5y = s(t) = s(t,) +
T

v.t( - byt
T

[

Para evaluar esta integral es necesario analizar el valor absoluto:
V(1= ) = [0~ )

t
S(t) =S(t,) + _”‘70‘(1 - E)(.7'1‘.' , resultando:
to 4

Si t<t > 1-t/t >0, por lo cual es

t+t,

S(t) = S(t,) + v, [(t - to).(l -

el instante inicial es también nulo (S(0)=0):

j , 0 bien, siest, = 0y el arco recorrido en

t
S(t) = Vot.(l - 21’]

- Sies t>t > 1-t/r <0, por lo cual es

Vo= t) = wo(t - 1)

En este caso, la integral es necesario hacerla desde el inicio hasta t y desde t hasta t, pues la velocidad
tiene expresion diferente en ambos intervalos:

S(t) = S(t,) + 7.0~ Dt + [, (¢ -1yt

t

o

Siest, =0:
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S(t) = S(0) + Vo.[r - ;J + vo.(t T (- T)j _

T 2T

_ S(0) + [V.)ir + Vo.t.[t - 1}
27

Si también es S(0) =0, o sea, si el arco recorrido en el instante inicial es cero:

S(t) = v, + vo.t.(t _ 1}
27

En resumen:

sit<: S(t) = Vot.(l -~ t]
27

Siton S(t) =V, + Vo.t{t § 1}
27
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4, La cabina de un ascensor de altura h asciende con una aceleracién a. En un cierto momento se

desprende la lampara del techo. Calcular el tiempo que tarda la lampara en chocar contra el suelo
del ascensor.

vt LSfipaEra Ascensor:
VA(to) = ‘70 = Vo'éz
q=-g8, Va(t) = (v, + at).€,
ﬂ FA(t) = (vt + ;.a.tz).éz
2 = Lampara:
Ascensor
VL (to) = Vo 'ez

-

v, (t)=(v, -gil)é€,
F(t) = (h+v,t - ;g.tz).éz

o &

El impacto de la lJdmpara en el suelo del ascensor se producird cuando FA (t) = I_"L (t) .

vot+;a.t“2 = h+vo.t—;g.t“2 = ;(a+g).t2 =h

2h
a+g
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5. Una particula se mueve sobre la curva y(x) = 3x? (Sistema Internacional) con velocidad

constante de 1 m/s. Un foco luminoso colocado en el punto (6,0), medidas esas coordenadas en m,
sigue al movil proyectando una sombra sobre el eje OY. Determinar la velocidad de esa sombra
cuando la particula se encuentra en el punto de abcisa 1 m.

¥t Por el Teorema de Thales:
'!!":3.:-:2 'k\\ 326_)(0
So Yo
Saf-
T OOy ‘“:\x
1] : N Despejando la sombra s,:
T
2 2
Xg N L 6y, _ 63X _ 18X
(o]
6-X, 6-X, 6-X,

S 3ombra proyectada por
el punto (¥, v,).

Velocidad de la sombra sombre el eje y:

v ds, _ d[ 18.x2 ]: 36.X,(6 = X,) = (-1).18.x5 dx, _
mer dt dt|6-x, 6-x,Y dt
- 18.x; +216.x, dx,
RS L
Parax, =1: V = 198 %,Ysiendo la derivada del arco:

sombra g' dt
ds’ =dx’ +dy’> = ds® = dx* + (6x)>.dx* = [1 + 36.x21dx2 = ds = /1 + 36.x°.dx

por lo cual la velocidad de la particula sobre la trayectoria es:

ds | _ > dx,
Jt = |V, = \[1+36.x;. gt =)

en consecuencia:

ax, 1 1
dat  J1+36.1 37
198 dx. 198 1 198.-/37
% = —2 = . m/s=—"-—"-m/s
sombra a5t dt 25 .37 / 925 /
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6. Una particula se mueve sobre el plano OXY desde el origen x= y = 0 con una velocidad
V(X) = a.€, + b.X.éz, donde a y b son constantes. Encontrar la ecuacién explicita de la

trayectoria y = y(x).

v(x) = d;(tt) = x(t).e, +y(t).e, = a€ +bxég, =
x(t)=a dx = adt x = at x = at
= = =< _ab,,
y(t) = bx ~ |dy = bx.dt y = j b.at.dt y = 7t

De forma explicita, eliminando el tiempo:

ab(xY ab , b
yzif = X = —X
2 \a 2a’ 2a
_b
Y= ha”
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7. Una escalera AB de longitud o estd a poyada contra una pared vertical OA (ver
figura). El pie B de la escalera desliza con velocidad constante v, . Comprobar

que el punto medio de la escalera describe un arco de circunferencia de
circunferencia de centro O y de radio a/2. Encontrar la velocidad v(¢) del

punto medio M de la escalera hasta que cae.

Para probar que el centro (x, y) de
la escalera se desplaza a lo largo
de una circunferencia de radio o/2
€s necesario probar que se verifica
la ecuacién de la circunferencia de
centro en el origen O:

X2 2 _ (%2
+y =)

Para comprobarlo veamos en la figura que los tridngulos AOM y MDB son iguales
pues ambos tienen la hipotenusa igual y el también tienen los tres angulos iguales.
Por tanto, aplicando el Teorema de Pitagoras en cualquiera de los dos:

X2 2 _ (%2
y =)

Para determinar la velocidad del punto medio M de la escalera, determinaremos su
velocidad angular, puesto que sigue un movimiento circular con velocidad
constante. Para ello determinaremos el angulo recorrido en el tiempo en que la
escalera se desliza totalmente. Una vez calculada la velocidad angular, la velocidad
pedida serd el producto de dicha velocidad angular por el radio (o/2) de la
trayectoria.

Cuando la escalera esta pegada totalmente a la pared (vertical) y comienza a
deslizarse hasta quedar totalmente tumbada, el centro M habra recorrido en total
90° (n/2 radianes), por lo que, si partimos de una posicién previa OB y comienza a
deslizarse hasta quedar tumbada totalmente con velocidad constante vo, el pie B

de la escalera habrad recorrido la distancia a-OB en el tiempo t =& _O% ,
o

mientras el centro M recorre un angulo ¢ sobre su trayectoria:

¢ _ (@ -0B)r v,tr
7:05 O%:¢: —

2. 2a
2
Por tanto, la velocidad sera la angular por el radio:
o a r«
vit) =".—- ==V
© t 2 4°°
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8. La aceleracidn de un cuerpo que se desplaza a lo largo del eje x es a(x)=-w?.x.
Suponiendo que v=v, cuando x=0, encontrar la velocidad en cualquier otra
posicion, asi como la dependencia temporal de la posicidon. Repetir el problema

si a(x)=+w?2.x.

Puesto que la aceleracion la tenemos en funcién de x, y no del tiempo, interesa ver

de que manera podemos introducir el tiempo:

De la expresion de la velocidad:

dx(t) dx(t) 0 _ ¢ dx(t) L dx(t)
R L s I Kt b e [y Ho)
O sea, tenemos el tiempo en funcién de la velocidad:
L ¢ dx(1t)
== o]
Por otra parte, la velocidad podemos derivarla con respecto al x(t):
d 1 ) 2v[x(0)] av[x(0)] _
=0 ko) =2 v )2 s ol < Vx0)]- o A
O sea:

dv* [x(t)] = 2@ x(1).dx (1)
Integrando:

v(x)

I av’(x) = I 2 x.dx =V (X) =V =—@ x> V(X)) =V —@ X’

Sustituyendo en la expresion del tiempo e integrando:

=—.arcsent
a

v, 1 wx
= — .arcsen| —
0 w vo

Por tanto, es:

o(t—t)) = arcsen[@] = S@I’l(ZD’(t - to)) AN x(t) = V—"sen(w(t -1, ))
v, v @

o

Entonces, se tiene:
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x(t) = v—"sen(w(t —1t, ))
@

x(t)=v, cos(a(t—1,))

X(t) = —w.vnsen(w(t —t, )) =-w’ (V—”j.sen(w(t —t, )) =.—w’x
@
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9. Un tranvia se mueve en linea recta desde la parada A hasta la siguiente parada
B con una aceleracién que varia segun la ley a(x)= a, — cx, donde a, y c son
constantes positivas y x es su distancia a la parada A. Encontrar la distancia
entre ambas paradas y la velocidad maxima del tranvia.

El tranvia sale de la parada A iniciando en ese momento el movimiento, es decir, es
v(xa)=0 y vuelve a pararse al llegar a B, siendo, pues, en ese momento v(xg)=0.

De ser

v [x(0)] = 2VV[E((%)]] WO 5 ofuo)

viIx(t)] = = v?[x(t)}

d dx(t) [x(t)] dt

Por tanto, es:
dv?(x) = 2.a(x).dx = vi(x)-v,’ = jz.(ao - c.x).dx = 2x(ao —~ ;c.xJ
0

Como Va(x)=0, pues se inicia el movimiento en esa parada, se tendra:

vi(x) = 2x(ao - ;c.x] = v(x) = \/2x(ao - ;c.xj

Puesto que la velocidad se anula en cada parada podemos encontrar la distancia x
igualando a cero la velocidad:

1 X =0
vi(x) = 2x(ao — 2cxj =0=4 _ 24
C
La primera solucion corresponde a la parada A, desde donde se inicia el recorrido, y
la segunda, a la parada B, final del trayecto. Por tanto, la distancia entre ambas
paradas es X = 2a,/C.

1
La velocidad méxima tendra lugar donde la curva v>(x) = 2X(ao - 2C.Xj tenga

L. . a .
un maximo, es decir, en 2a, — 2cx = 0 = X = —%. Por tanto, la velocidad

maxima verificaria:
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10. Una particula se encuentra inicialmente en el origen de un sistema de
referencia dado, y su velocidad en ese instante v, estéd contenida en el plano OXY,
formando un angulo a con el eje x. Su aceleracidon es totalmente debida a la
gravedad, a=g, y en ese sistema de referencia g=-g.,. Determina (a) la

posicion de la particula como funcién del tiempo, (b) el valor maximo alcanzado por
la coordenada vy, (c) la distancia hasta el origen desde el punto en que la particula
vuelve a cruzar el eje x y (d) las componentes intrinsecas de la aceleracién en todo

instante de tiempo.

o1
V, =|V,|cosa.g + |V, sena.g,
8, Vi v(t)=v, + gt
tor0y =
€1 M F(t) =v,.t + ;.g.tz
g=-ge,

v(t) =|v,/cosa.g + Qvo\sena - g.t“)é2

F(t) = v, cosa.t.& + (Vosena -~ ;g.tz}é2

Y se tiene, para los componentes del vector de posicion:
x(t) = v |.cosa
y(t) =\, .sena - ;g.t2

Eliminando el tiempo entre las dos:
X

B V,|.cosa

g

y=tgax-—— .
2v,|".cos’ a

O sea, aparece la curva de la trayectoria como una parabola de la forma

y = AXx - Bx’
donde hemos llamado: A = tga B = +
2v,|".cos’ a
Derivamos para hallar el valor maximo:
2
A V,| .Sena.CoSa
y'=A-2BX,=0= X, = — = tga _ %
2B 2# g

2v,|’.cos® a
Sustituyendo:
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2 4 2 2
2 Bx. = tg v, .sena.cosa g v,| .sen’a.cos’ a
yma’x = 'Xo — DA, = a. -

g 2w, .cos’ a g’
O sea, simplificando:
v

yma’x =

(sena - ;senzaj

La distancia al origen:

X . =

min

max

0
y—A.xB.xz—O:{ A
B

El punto por donde la particula vuelve a cruzar el eje x es, en definitiva:

2 Iy 2
. - tga _ 2.tgav,| .cos’ a _ v, sen(2a)
9 g
2v,|” cos’ a

Componentes intrinsecas:

gv gav
Si ll V= mé +né m=‘\70‘.COSa - oe
i lamamos V = m.g, + n.é, — nz\\?o\.sena—g.t g=-g.¢,
i A . 0 -g
Se tiene: g.V = —-gn ytambien g AV = mon &, = gmeé,
Y queda:
a=9%___on 3= 9m
T ment (i e
_lgv g(v,.sena - g.t)
ar

A J(\Vo\.cos a)’ +(v,.sena - g.t)*
gnv g(v,|-cosa)

a,| = =
2w Vo (v, cosa) +(v,.sena - git)’
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11. En un punto B se deja caer desde el reposo una esfera. En el mismo instante, desde
otro punto A, situado al mismo nivel que B y a una distancia d de éste, se dispara un
proyectil con una velocidad inicial de médulo v,. Tras un cierto intervalo de tiempo, la
esfera y el proyectil colisionan. Calcular las componentes horizontal y vertical de las
velocidades del proyectil y de la esfera inmediatamente antes del impacto.

?
g
X W, =7
Proyectil _ﬁg‘ﬂ B Esfera
1] | d :

Velocidad y posicion del proyectil:

v,(t) =V, +3.(t -t,) =Vv,C0s¢.€ +Vv,seng€, - g(t -t,).€, =
= v, Cosg.&, +|v,seng. — g(t - t,)]e,

F,(8) = F(t,) + Vv, (E-t,) + ;g.(t -t =0+v,cosg.(t-t,)E +v,seng.(t —t,).6, -
—;‘g.(t ~t,)’8, =v, cosg.(t-t,)E + {vosemﬁ.(t —to)——;g.(t —to)z}.é’2
Velocidad y posicién de la esfera:

Ve(t) =V (t,)+g.(t-t,)=0-g.(t-t,)e, =-g.(t-t,)e,

o6) = FulEs) + VelE)-(E =)+ .~ £,)* = &y + 0 g.(E - £,)"8, =

_de - ;.g(t _t)e,

El instante t' en el que se produce el impacto serd aquel en el que coinciden la posicién del
proyectil y de la esfera:

v, cosg.(t'-t,) =d
v, seng.(t'-t,) - ;g.(t‘—to)z _ —;g-(t‘—to)z = v,seng.(t'-t,) =0 = seng =0

d

O sea, es ¢ = 0, por tanto, de la otra ecuacién: V,.(t'-t,) =d = t'-t, = —
14

(o]
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Sustituyendo en la expresion de la velocidad:

1 = 1 = 1 = d —
Vp(t ) = Voel - g(t_to)ez = Vp(t ) = Vo'el - g'7'62
' ' L d _
V(t) = -g.(tt,) & = 9. &,
. L d .
Vp(t ) =V,.€ _g-T-ez
V.(t') = —g.i.é2
v
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12. A continuacion se listan supuestos casos de movimiento. De ellos, algunos son posibles
y otros no. Identificar los casos posibles, indicando qué tipo de movimiento representan,
y razonar porqué son imposibles los restantes casos:

f) |\7|=cte,\7¢cte y day=0
g) |\7|:cte,éT:0de¢O
h) |\7|:cte,17¢cte y a,#0
) |\7| #cte,V = cte
j) |\7| # cte, a # cte

a) Sies |\7| =cte,v #cte y d, =0, se tendria:

dyv ]
ar=——=0=>a,=0nay,=0=a=0

dt
Pero d = 0 es contradictorio con V # Cte . Luego es IMPOSIBLE.

b) Si es |\7|=cte,c?T =0 ya,#0
dvl _

dt
corresponde al MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME:

v

se tiene: a; = 0, ay =— # 0, ademas, por ser constante,

ar =0
a, = -Rw@’ = cte

c) Sies |\7|:cte,\7¢cte vy a,#0
dv
Se tiene d; = —— = 0, lo cual es contradictorio con el dato

dt
d; # 0, luego, esta situaciéon es IMPOSIBLE.

d) Sies |\7| # cte, V = cte

Siendo V = cte = ‘\7‘ = cte, lo cual contradice al dato de que

‘\7‘ # cte, por tanto ese movimiento es IMPOSIBLE.

e) Sies |\7| # cte, a # cte

Este movimiento es el caso mas general de un MOVIMIENO
CURVILINEO ACELERADO (DECELERADO) SIN UNIFORMIDAD, puesto
que la aceleraciéon no es constante.
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13. Una particula se mueve de tal forma que

a

8,(2) = 8(2) - 3,(2) = 12.8, + 2.6, — 2.6, (230 & + 230.é2 _ “’.@j

F(t)= (" —4t).e, +(t* +41)é, +(8t° —=3t7).e,

Hallar las componentes tangencial y normal de su aceleracién para t = 2. (Todo en el

Sistema Internacional).

Velocidad y aceleracion:
v(t) = (Bt> - 4)e, + (2t + 4)&, + (16t — ot )e,
act) = 6t.e, + 2.6, + (16 — 19t )&,
Para t=2:
v(2) = 8.6 + 8.6, — 4.6,
al2) = 12.6, + 2.6, - 2.6,
Vector unitario tangencial para t=2:

v(2) 2 2 1
=—6 +—-.6, ——.6
T() ‘\7(2)‘ 3 1 3 2 3 3

Aceleracién tangencial para t=2:

4 2)\(2

1(2) = (82) 0, ()0, (2) = (8 A ]( e +le, - 1.é3j 20,

3)3 3 3 3

Aceleraciéon normal para t=2:

3
g e 28
3 3 3
20 20 10
a(2)=" 8+ 8 -8
16 14 4
aN(Z) = ?'él - ?.éz + g.é:,’
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14. Una particula se lanza, desde una altura h, con una velocidad horizontal \70 y se mueve

bajo la accién de la gravedad. Hallar el radio de curvatura de la trayectoria descrita por
la particula asi como las aceleraciones tangencial y normal en términos de gr, \70 y la

velocidad vV de la particula en cualquier instante.

Suponiendo £, = 0
v(t) - v2
W0-v, ot -v,e -ote,  we-svirgr e "
é(t) = g = _g'é2
F(t) = v,t + ;g.tz = v, t.é - ;gtzéz
productos escalar y vectorial de la aceleracion y la velocidad:
‘é(t)-V(t)‘ = gzt ‘é(t) A V(t)‘ — g.vo

en funcién de la velocidad en cualquier instante:

at)w(t) = g’t = g v(t) -2 act) A v(t) = gv,

Modulo de la Aceleracidon normal:

_ act) A v(t) _9v,
ooy )

Moédulo de la Aceleracién tangencial:

lay @) g v) - v;

e T o

Radio de curvatura:

ey
p = =

aN gvo
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15. Un punto se mueve de manera decelerada por una circunferencia de radio R, de modo
que sus aceleraciones tangencial y normal tienen igual mddulo en todo instante de

tiempo. Si en el instante inicial se le comunicé al punto una velocidad de médulo v,

encontrar los modulos de la velocidad y de la aceleracion total en funcion del recorrido s
sobre la trayectoria.

Se trata de encontrar la velocidad en funcién de la trayectoria y la aceleracion total en
funcion también de la trayectoria. Es decir, calcularemos primero v(s) y con este valor
hallaremos ay(s), de donde obtendremos el mddulo de la aceleracion total en funcion de s:

a(s) = |g,(s)| = \/ai (s)+ay(s) = \/2.51]2V (s) = ZV;(j) =2 vzlgs)

Podemos calcular v(s) de dos maneras distintas:

a) De forma directa:

|aT (t)| = |aN (t)| = a,(t)=—a,(t) (por ser decelerado tiene el signo menos)

| dv(®)| _ dv(r) v V) V) dv)
y siendo  a; (7) Z% =T ay(?) =% =—— se tiene: =
Pasamos ahora al parametro s de la trayectoria:
dv(t) _ dv(s(?)) ds _ Y1) dv(s)
dt ds dt ds
Por tanto:
2
w0, dv(s) _v (s) N dv(s) __ v(s) N dv(s) _ _ds
ds R ds R v(s) R
integrando:
v(s) s _s _s
J~ dv(s) =_I§:>LV(S) ' =—i:>LS)=e R=vy(s)=v,e k
ov(s) * R Yo R v,

Por tanto, con este valor de la velocidad determinamos la aceleracion pedida:
s

v(s) = e R

> 2
a(s) = \/5.%’.6 R

b) Calculando primero v(t) y luego s(t):

dt R V() R

Vi) YR

o

De ser:

dv(t) _ v () _avo) _ dr_ ”]” dv(t)  tdt

v{)

Se tiene:
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SR S0 et PR N SRR Bt PR SRR SO o
v(1)], R v, V() R v(it) v, R

() = 1 3 1 3 Ry, 3 v,

B t—t  R+v (t—t) —t)

T R R e

v, R Ry,

O sea:
v
v(it)=—>—— [*]

\%
1+-2(t—t¢
R( o)

) ds
ahora calculamos s(t) haciendo = =v(t):
t

s(1) RI /

ds(t) = v(t).dt = j ds(t) = j
W1yl (t't) Wl e o (1,)

dt'=

—RL[H—(t—t )}:S(t) RL[H (t—t, )}

Despejando el tiempo:

1%

o

s s@) s
1+—(t—t)—eR =>t—t,=—|e® -1|=>t=t,+—|e® -1
R va
ya podemos, finalmente, calcular v(s), pues al sustituir en [*]:

_s(t)
v(s) = v(1(s)) = —— > = Rv” e =Yooy ek
0 v e e =
+-2(t—t Zo (e R — R _ R
P (t—t,) 1+ R (e 1) l+e 1 e

y, en definitiva, también es:
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16. Un punto se mueve en una trayectoria plana, de forma que su aceleracién tangencial
G, (t)=cii,(t), y su aceleracion normal d, (t)=b.t"ii,(t), donde b y c son

constantes positivas y t es el tiempo. Si el punto parte del reposo en t=0, encontrar el
radio de curvatura y la aceleracién total en funcion del recorrido s sobre la curva.

dv(t):>d(t)—aT(t)dt:v(t)V() jaT(z)dt_ct:»v(z) v, =ct

o

como parte del reposo para t=0, serd v,=0, luego v(t) = c.t

ar(1)=

ds 5(1) 1, 1, 2s
—=v()=>ds=v(t)dt = s ctdt=—ct" = s(t)=—ct" =>t=+,—
=0 (t)dt = s’ j : (=7 ,/c

o

Velocidad en funcion de s:

v(s) = w(t(s)) = c.\/z—T =2¢s
C

Aceleracién normal y tangencial en funcion de s:

aN(S):b.t(s)“:b[\/z—isJ =b[£j =4—fs2, a;(s)=c
c c c

Radio de curvatura:

v(s)’ _ 2cs c’

s) = = =
Ps) a,(s) 4bs’> 2bs
2
Aceleracion total:
_ ~  4bs’ ~
a(t)=ciy; +——1y
c
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17. Un mdvil inicia una trayectoria circular de radio 5m, siendo su aceleracién angular
- -2 . . .
constante |a| = 6s . Calcular las magnitudes de las aceleraciones tangencial, normal y

total cuando ha transcurrido un segundo.

A partir de la aceleracion angular hallamos la velocidad angular:

dw ‘
a:—:dwza.dt:wzja.dt:a.t
dt )
Aceleracién tangencial: ar = a.R
Aceleracién normal: ay =-o.R

Aceleracién total: @ = «/aT2 + aT2 = X/(aR)2 +(-a’t*.R)’ = a.R\1 + (a*.t")

Valor cuando ha transcurrido un segundo:

a =65mj/s*>=30m.s”

a, = —(6.1°.5=-180 m.s™

a = /307 + (~180)> = /900 + 32400 = /33300 = 182,48 m.s~

Expresiones vectoriales:

g =30.0, —180.0, g =300, &, =-180.0,
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18. Una particula se mueve a lo largo de una curva plana cuya ecuacion en coordenadas
6 .
polares es 7 (0 ) = r,.e’ , donde 6(f)=wt con w una constante positiva.

Encontrar v(¢),a,(t),d,(t) y p(t) en coordenadas polares.

Velocidad:
B(t) = 10)e, +r(0).0(1)&, = %(rg ), +10)0() &, =r(0)6(1)E, +r(0)0() &, =

= 16).0(1).¢, +é,) =r(0).@.(¢, +¢é,)
Tomamos el médulo de la velocidad a fin de determinar la aceleracién tangencial:

()| = (@) w2
, y . d . 2
Médulo de la aceleracién tangencial: a,(t) = E|v(t)| =r(0).o V2

v @ . -1

|\7(t)| = \/E.r(t?).w (e, +e,)= E(er +e,)

Vector unitario tangencial: i, (f) =

Vector aceleracion tangencial:

G, ()=, (i, () = MO T N2 =G +3,) =r(O) 2 @. +5,)

NG

Aceleracién:
at) = d‘;&’) _ %(r(@).w.(@r 1é,))= %(r(&’).w).ér + (r(e).w).%é, +

+%(r(9).w).§e + (r(H).w).%ég =r(@) @’ e, +r(0)m’ é, +r0)m’ e, —r@)a’E, =
=2r(0)a’ é,
Vector aceleracién normal:

iy () =a(t)—a, (1) =2r0) @’ é,—r).@’ (@, +¢é,) =-r@).a’é +r@).a’e,

Mddulo de la aceleraciéon normal:
a, (1) =~2.r(0).@>

Radio de curvatura:

v(t):  (r(0)w*2)?

ay(®)  r@)wN2

o(t) = = (@) w2
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19. Considérese un rio que fluye en la direccidn del eje X respecto a un observador en la
orilla, y una barca que cruza el rio con velocidad constante # en la direccidon del eje
Y, medida por un observador que se mueve con la corriente. La anchura del rio es d
y en el viaje entre las dos orillas la barca es arrastrada una distancia | en la direccidon
de la corriente segun el observador de la orilla. Hallar (a) la velocidad de la corriente
y (b) el tiempo que tarda la barra en cruzar el rio.

o1
|
e RIO
_:.l
}j e
d -'f . p— %
?" Fi (1] Ei H
7( SISTEMA'R® {en la corriente)
E'Z' [] Barca

w

1] E‘l

SISTEMA R {en la orilla)

Férmula de la velocidad relativa: ~ V(t) = V,.(t) + V' (t) + @(t) A F(t)
En este caso, puesto que R' no tiene rotacion respecto de R, sera zﬁ(l’) =0 , quedando

Vo(t) = V,(£) + Vi (t)

Datos:
- ' I d
\70'(t) = VO|.é1, VB(t) = U.éz, VB(t) = Eél + Eéz
Aplicando la formula de la velocidad relativa e identificando:
v /
Ve +ue - e+96 ° T At
Ve(t)=v, 6 +UgE, = E'e‘ + E.ez = L Fi
At
d ol
u ° d
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20. Un autobus que parte del reposo puede adquirir una velocidad constante 171 en un
intervalo de tiempo At. Un pasajero sube al autobUs por su parte posterior y avanza
hacia la parte delantera del mismo con una velocidad constante v, con respecto al
autobus. Otro pasajero desea bajar y avanza desde la parte delantera hasta la parte
posterior con una velocidad 173, también respecto al autobus. Hallar durante la

arrancada (que se considera un movimiento uniformemente acelerado), y cuando él
marcha a velocidad constante (a) la velocidad y aceleracion del pasajero que sube
con respecto a un observador parado en la acera, (b) la velocidad y aceleracién del
pasajero que quiere bajarse respecto al mismo observador y (c) la velocidad y
aceleracién del pasajero que sube respecto del que quiere bajarse.

2
Vi
—_—
AUTOBUS
—3 L
v o g
2 vy Y
?H —l}
E5
o' — e
El
=
Es SISTEMA R’ (en el autobis)
(1] — :-':_:
%

515TEP1A R {en la acera)

Formulas de la velocidad y de la aceleracion relativas:

v(t) = v, (t) + V' (t) + a(t) A F(t)
ait)y=a,(t)y+v't)+2a AV (t)+anP'({t)+a A (@ A F (L))

Por ser un movimiento sin
pura>@ = 0):

Velocidad y aceleracion del autobus:

Pasajero que sube:

Vi
éo'(t) = At
0, te(At,»)

V(t) = v, (t) + V' (t)
a(t) = a,(t) + a'(t)

L, teloat]

rotacion de un sistema respecto del otro (traslacion

a,(t).t, telo,at]

Vo(t) = { v, te(at, o)
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v (t) =V, (t) + v (t '
(1) o (0) ,S( ), y sabiendo que es V _(t) =V, = V,.8,, se tiene:
ds(t) = a,(t) + a,(t)

vt (vt
Vs(t): E+\72 —(At'FVZJ.éI te[O,At]

V,+V, =(v, +v,)& te(At, o)

% v
O="1-" g t e [o, At
at) =130 = 5 = = [0.¢]

0 te(At,oo)

Pasajero que baja:

Vs(t) = Vo (t) + Vg(t)

B , y sabiendo que es V4(t) = V, = —V,.6,, se tiene:
ag(t) = a,(t) + az(t)

vt vt
vo(t) = ?1””73 = Alt—v3}él t e[o,At]
vV, +v,=(v, -v,)e tel(at,»)
v
a(t)=1%®= 1= & t o, At]
0 te(At,oo)

Pasajero que sube respecto al pasajero que baja:

Colocamos en este caso un sistema de referencia R"” en el pasajero que baja. El sistema
R' sigue fijo al autobus:

o
Y
_—
[
—3
-3 > a"

[ ] UZ E% “ X
=+, 0" gE]
EZ e

: 2 I{II
O 3,
e
1
RI

Se tienen las ecuaciones siguientes:

Vg (t) = Vou(t) + ‘7;/3 (t)

855 (t) = 3, (£) + g(t)’
y sabiendo que es V5 (t) =V, = Vv,.8', y también V.(t) =V, = -v,.8'",

sera:
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V;B(t) = Vss(t) - Vo"(t) =V, -V, = (Vz +V; )‘éll

y las aceleraciones son todas nulas: deg(t) = d,.(t) = dgs(t) = 0
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21. Sobre el plato de un tocadiscos que gira con velocidad angular constante e igual a
@, se encuentra una particula situada a una distancia r; del eje de giro. Calcular la

velocidad y la aceleracidon en un sistema de referencia ligado al cuerpo del tocadiscos
(@) cuando la particula estd en reposo respecto al plato, (b) cuando se mueve

radialmente hacia fuera con velocidad # (respecto al plato) y (c) cuando se mueve

circularmente sobre el plato en torno al eje de giro con una velocidad angular @'
(respecto al plato).

- El sistema R esta fijo al tocadiscos, y el sistema R' esta filo al plato.

Férmulas:

v(t) = v, (t) + V' (t) + @(t) A F(t)
ait)y=a,(t)y+a@)+2o av'(t)+anfP' () +a (@ AP (L))

a) Particula en reposo respecto al plato:
F'(ty=re, v, (t)=0 V' ()=0 a=0 o=, &,()=0 &
Con lo cual queda

V(t)=a AF'(t) = @€, A 1€ =w.I.E,
dt)=a A(@ AP (t)) = o8, (o€, AT,E) =0 Awrl.E =-a IE

b) Particula en movimiento radial hacia fuera del plato:

Ft)=re Vu(t)=0 V' ()=ue a=0 s=wo8, a,(t)=0, &(t)=

entonces:
V() =V'({t)+a@ AP (t)=U€ + (@€ ArE)=UE +mr.E

ait) =2 AV'(t)+a@ A(@ AF'(t)) =206, NUE, + @, A (@.8, ATE)) =
=2w0.U8&, — @ .r.8

c) Particula moviéndose con velocidad angular @' respecto del eje del plato:
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F(ty=re, v, (t)=0 V' ({t)=.0'F'(t)=0'& A6 =a'r.E
a=0 o=-wo8&, a,(t)=0, a(t)=ara@rF(t))=-a"r.8,

y se obtiene:

vit)=v't)+a AF'(t)=a'ré, + wr.é, =r(o + )&,

aty=a@)y+2a av't)y+a An(@AF'(t))=-o0"reé +2.08 ra'ré, +

+ @6, A(w6, rnI.8)=-a"r.6 - 2006 -o’ré =-.(o+a)
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22. Una particula se mueve a lo largo del borde de un disco circular de radio R con
velocidad constante V respecto al mismo. Este disco estad girando alrededor de un eje
perpendicular a él que pasa por su centro, respecto a cierto observador I'. Si en un

instante de tiempo dado la velocidad angular del disco es 131 y la aceleracién angular

es c?l oponiéndose ambas al movimiento de la particula sobre el disco, (a) hallar en

ese instante la velocidad y la aceleracion de la particula respecto del observador I' y
(b) si en dicho instante de tiempo la particula se desprende del disco, éen qué
direccién saldria?.

£l

all W
o

~—

<l

Sistema R'

Sistema R

Sistema R': fijo al disco. Sistema R: exterior al disco (observador T).

F'(t) = R€, = R.cosb.€ + Rseno.e,
@, = @,.6,
a = a.,

Velocidad y aceleracion de la particula en el sistema R':

v'(t) =-v.6, = -v.(-senb.6 + cosb.€,) = v.senb.€ +Vv.coso.g,
V2 2 2

: _ v Vv _
d(t)=-Rw’€, = R = —?cos@.e1 —~ ?.sene.ez

(0]

Velocidad y aceleracidn de la particula en el sistema R:

@, AF'(t) = @,.86, A (R.COSO.E, + Rsenb.é,) = w,R.cosb.€, — w,R.senb.g

v(t)=v'(t)+a,.r'(t)=—(v -a,.R).(-senb.é, + cosb.g,)

v(t) = (@,.R - V)8,

2a, AV'(t) = 2@,.v.5€n0.8, + 2@ ,V.COS H.€,

a nF'(t) = a.R.cosb.é, — a.R.send.g

@, A (@, AF'(t)) = -o].R.COSO.€ — @ .Rsenb.é,
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ait)y=a,(t)y+a @) +2a av'(t)+anf'(t)+a (@ AF'(t))=

2 2

=0—--_-Cc0sb0.é — —.senb.é, + 2w, v.senb.€, + 2w V.COSHO.€, +
R R

+ a.R.cos0.€, — a.R.senf.é, — w.R.cosb.€ — w].Rsenb.e,

O sea:

2
act) = [— R + 2@V - @ .R.j(cos 0.8, +senb.é,)+ a.R.(-senb.é, + cosb.é,) =

2
- (_ ‘; + 2oV - @l .R.j.ép + aRE,
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23. Una grlia de construccién gira sobre su eje con velocidad angular constante @ . Por
su brazo se desplaza alejandose del eje con una velocidad constante # un carro del
gue pende un peso que esta elevandose con velocidad \71 (constante) respecto de él.

En un instante de tiempo determinado el peso se encuentra a una distancia d; del eje
de la grda y a una distancia d, sobre el suelo. Calcular el radio de curvatura de la
trayectoria del peso que, en ese instante, mide un observador quieto en el suelo.

I_’ 4

w

LD CARRITO
e e

& SISTEMA R”

[
SISTEMA R’

L ,

SISTEMA R

Colocamos un sistema de referencia R" fijo al carrito, otro sistema de referencia R’
fijo a la grda, y, finalmente, un sistema de referencia R fijo al suelo.

- Respecto al sistema R" fijo al carrito:
V" (t) = v,.6,
g"(t) =0
- Respecto al sistema R' fijo a la gria (R" se mueve con respecto a R' con traslaciéon
pura @'=0, a=0):

El movimiento del peso respecto a este sistema es {

R" se mueve con el carrito del cual cuelga el peso: V,.(t) =0 = u.6,, &,(t)=0

VU(t) = Vi (t) + V() = L& +V,.&,
a(t)=a, +a@t)=0+0=0

- Respecto al sistema R fijo al suelo (R' se mueve con respecto a R con rotacién

pura V,(t) =0, a,(t)=0): @ =w.€,, F'(t)=d .6 +d,.E,
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V)=V, (t)+V'(t)+ @ AP (t)=0+UE +V,E +wE A(d.6 +d,&)=
= U8 +V,.E —wd.E,

ait)y=a,t)+v'{t)+28 AV'({t)+a P (t)+ad (@ AP () =
=0+ 2w.6, A(UE +V,.6,)+0+ 7.6, (€, n(d € +d,E))=
= 20.U6, + wé, A(-od E)=-v"d. 6 - 2w.U.é8,

- Radio de curvatura:

Para calcularlo utilizaremos el médulo de la velocidad y el médulo de la aceleracién
normal:

v(e)
="
p(t) at)

Calculo de el modulo de la velocidad:

v(t) = U+ v+ ad?
Calculo de la aceleracion normal:

a) vector unitario tangencial: UT(t) = ggg

b) Aceleracion tangencial:

8, () = (&(0).0,(6)).0,(8) = (a(t) w(t)). VL - 27 ud @ ud, gy
v Ut +vi+ald;

@’.ud,
= V(t
u’ +v; +o@’.d; (t)

d) Aceleracién normal:

2
a,(t) = a(t) - a,(t) = -d,.a &, - 2.0u8, —— = u.d,

u’ +v! +o’d!

(ué +v, .6, -wd.éE,)
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